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摘 要

多目標最佳化在許多工程領域已廣泛的被應用，最佳解所形成的Pareto集合可提供設計工程

師或政策決定者了解各目標函數之間的妥協關係。近年來，可靠度最佳化利用隨機變數模擬

不確定因素，並結合最佳化的概念，已成功的探討單目標設計問題面臨自然界不確定因素下

所需因應的策略，然而對於Pareto集合在不確定因素下的表現卻尚無清楚的了解。

在此論文中，我們利用文獻上使用目標空間計算線性多目標問題之Pareto集合的技術，

結合線性Pareto集合在考慮不確定因素下的平移特性，首先發展一套可有效的預測不同可

靠度下Pareto集合(亦稱為β-Pareto集合)的方法。此方法首先利用簡算法得到任一單目標的

最佳解為非凌駕角解(non-dominated extreme point)，再利用拘束條件active的判定，形成

一縮減成本係數矩陣(reduce cost coefficient matrix)，用該矩陣計算出此非凌駕角解之架構

向量(frame)，然後便可用最佳化的計算依序得知完整的Pareto集合。在得到一組Pareto集

合後，使用一階二次可靠度方法計算非凌駕角解在不確定因素下不同β量值的移動，直

到active狀態改變，此改變可經由KKT必要條件的Lagrange Multiplier得知。

除了線性問題外，本論文並延伸討論非線性多目標問題的β-Pareto集合。首先針對非線

性問題的Pareto集合用區塊三明治夾擠法線性化，在針對線性化後之系統進行β-Pareto集合

的演算，並利用增加線性化區間的方法控制誤差。本論文提出之方法經由數學範例驗證可有

效率的預測線性或非線性系統的β-Pareto集合，使決策者能在使用最少資源的情況下得知各

目標函數在不同可靠度要求下的妥協關係。
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ABSTRACT

In this research we investigate design optimization problems under uncertainties with multiple

objectives. The probabilistic formulation of constraints when uncertainties are considered in

an optimization framework has received extensive studies in the literature. Most research use a

single objective function to explore the optimum under uncertainty. In this study, we consider

the same probabilistic constraint framework with multiple objective functions. The results

of the multiobjective optimization under uncertainty is a set of Pareto frontiers at different

reliability levels, β-Pareto. We investigate how Pareto frontiers move with different reliability

values and then use a LP Pareto frontier generation method to predict β-Pareto frontiers

without running multiple MOO problems. We also extend the solution method to nonlinear

problems. From this work we demostrate how the proposed method can be a useful tool in

decision-making under uncertainty when quick estimates of outcomes of a design decision are

needed in the early stage of product design process. Compared to existing methods the proposed

work show significant efficiency for general MOO under uncertainty.
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第第第 一一一 章章章 背背背景景景與與與文文文獻獻獻探探探討討討

在工程上，解決一個問題的解答常常不是唯一，在這多組解答中，總有一個會是我們最想要

的最佳解答。例如在機器的設計上，我們希望找出使機器性能最好的設計；在結構的設計

上，我們會希望能找出能承受力量越大越好的設計。而最佳化設計演算法便是有系統的找尋

最佳解的程序。

min
x

f(x)

s.t. h(x) = 0 (1.1)

g(x) ≤ 0

方程式(1.1)是單目標最佳化的一般數學形式，x稱之為設計變數，x存在的空間稱為n維

的設計空間：x ∈ Rn，g與h為設計所考量的拘束條件，其中h(x) = 0稱為等式拘束條

件，g(x) ≤ 0稱為不等式拘束條件，這兩種拘束條件限制了設計變數x在設計空間的活動範

圍，只要符合這兩個拘束條件的x都是決策者能接受的解答，這些解答形成的空間稱為可行

解空間F，其定義如方程式(1.2)。

F = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} (1.2)

方程式(1.1)希望可以找出一個適當的設計變數讓某個我們希望的目標函數f(x)最佳，而最佳

可能是使f(x)越大越好，或者是越小越好，在這裡我們為了統一問題的定義，便以越小越好

當作最佳的判定，換句話說如果想要把越大越好的目標函數套用在此數學模式裡，只要將目

標函數加個負號即可。假設x∗是方程式(1.1)的最佳解，要找到x∗則必須透過演算法來進行一

連串的疊代過程來求解，已經有許多作者對單目標最佳化問題做相當程度的討論 [1]。

為了文章後面描述方便，這裡定義一個與最佳解x∗有密切關係的觀念：在最佳化問題

中，假如把某個拘束條件忽略不管，就會使最佳化的結果x∗改變的話，就稱這個拘束條

件active [2]，因此等式拘束條件一定active，但是除了不等式的拘束條件全部都是線性的情

況之外，active的不等式拘束條件在x∗的值卻不一定都等於零 [2]。

如果方程式(1.1)中的目標函數f(x)與拘束條件h(x) = 0，g(x) ≤ 0皆為線性，則稱做線

性單目標最佳化問題，又稱為線性規畫(Linear Programming, LP)，可以將方程式(1.1)改寫
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成方程式(1.3)的形式。

min
x

cTi x (1.3)

s.t. aThx− bh = 0

aTg x− bg ≤ 0

方程式(1.3)是以矩陣的方式描述線性單目標最佳化問題，其中cTi 是一個(n× 1)的矩陣，而這

個問題的設計變數x被限制在w條線性的等式拘束條件與m條線性的不等式拘束條件：aTh為一

個(w × n)的矩陣，aTg為一個(m× n)的矩陣，bh ∈ Rw，bg ∈ Rm。

在這個線性的單目標最佳化問題上，因為相較於非線性的問題形式簡單，有不少文章與

書都在討論解決方程式(1.3)的演算法 [3,4]，其中簡算法(Simplex Method) [4]是解決線性單

目標最佳化問題最具代表性的演算法；因為線性的可行解空間F為多面體，因此若定義角

解(Extreme Point)為方程式(1.3)中F上的角點(Vertex)，則其演算法的概念便是從可行解空

間裡的一個角解移動到鄰近的角解，直到找到最佳解為止。

在文獻 [4]定義角點就是不能用可行解空間F中的點以非零的線性組合而成的點，即

為F這多面體的尖端；以三維的設計空間為例，一般情況是三個形成F邊界的平面相交在一

點，這點就叫角點。
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1.1 多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化

在單目標最佳化的問題裡，我們雖然可以找到使目標最好的解，但在這些我們想要改善的主

要目標之外，往往需要考慮另外一個或是多個目標函數，例如在機器的設計上，除了使性能

最佳之外，成本往往也是我們想要越少越好的目標，因此我們需要對多個目標的最佳化問題

做討論。

min
x

f = {f1(x), f2(x), · · · fk(x)} (1.4)

s.t. h(x) = 0, g(x) ≤ 0

方程式(1.4)是一般多目標最佳化的數學形式，與方程式(1.1)最大的不同點在於方程式(1.4)同

時考慮了多個目標函數f，而此多目標函數存在的空間稱為目標空間，f ∈ Rk；因為同一個設

計變數x會有多個目標函數值，所以我們難以直接判定此設計變數是否比其他設計變數好。

圖 1.1: 雙目標函數最佳化之目標空間

圖1.1為一個雙目標最佳化問題在目標空間的示意圖，圖中的區塊表示可行解空

間F能夠在目標空間中達到的目標函數值，稱之為可達空間(Attainable Set)，T；我們可

說y3 = (3, 3)比y4 = (4, 4)來的小，因此y4被y3凌駕(Dominated)。
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接著我們觀察到可達空間中的點不存在任何點可凌駕y1 = (1, 4)與y2 = (4, 1)，我們稱

這兩個點為非凌駕解(Nondominated)，我們對非凌駕解yp有個一般性的定義 [5]如下：F為可

行解空間，其中xp ∈ F，若xp為效率解，而yp = (f(xp))為非凌駕解，則必不存在x ∈ F，使

得fi(x) ≤ fi(x
p)，其中i = 1, . . . k，且至少一個j使得，fj(x) < fj(x

p)，其中i 6= j。

上一段對非凌駕解的定義說明了在設計空間中，找不到其他設計變數x的每一個目標函

數值都比非凌駕解xp的每一個目標函數值好，但是卻一定可以找到某個設計變數x的某個目

標函數值優於非凌駕解的同一個函數值，例如圖1.1我們沒辦法直接的比較y1與y2兩者哪個比

較小，像這種想要改善其中一個目標函數值卻會讓另一個或是多個目標函數值變差的情形，

稱之為權衡得失(Trade-off)。在無法直接判斷哪個解答最好的情形下，最適當的方法是將所

有的非凌駕解全列出來，再讓決策者依照特殊考量來做決定。如圖1.1較為粗的線段上便是此

圖所有的非凌駕解，所有非凌駕解的集合就稱之Pareto集合，是義大利經濟學家Pareto在二

十世紀初提出的概念 [6]。

多目標最佳化的計算結果，可能是分析者(電腦)演算之後直接提供給決策者一個解，或

者是產生出一個Pareto集合之後再讓決策者依照自己的偏好選出一個解。決策者還是希望

可以得到一個解就好，而不是一個集合，前人對多目標最佳化的討論提供了許多求解的方

法 [5]，這些求解過程依照決策者參與的程度不同而可以分成四類：

• 完完完全全全不不不考考考慮慮慮決決決策策策者者者偏偏偏好好好的的的方方方法法法

在決策者對目標函數的了解不明確，沒有辦法偏好於任何一個目標函數時，此類的選

擇是很適合用來求解的方法。此類的方法把每一個目標函數皆視為相同重要，最具代

表性的方法為妥協法(Compromise programming) [7]，此方法把每一個目標函數與最佳

參考點(通常為原點)的距離加總，加總距離越短的設計越好，轉換成一個單目標問題求

解。

• 先先先產產產生生生Pareto集集集合合合的的的方方方法法法

此類的方法是決策者希望分析者把Pareto集合先產生出來，再讓決策者觀察Pareto集合

權衡得失的情形與決策者依自己的經驗與偏好來做決定，此類方法具代表性的是權重

法(Weighting Method)，拘束法(Constraint Method)，與混合式方法(Hybrid Method)，

將在下一段詳細介紹。

• 考考考慮慮慮決決決策策策者者者偏偏偏好好好的的的方方方法法法

假如決策者對於目標函數的偏好已經十分清楚，此類方法可以讓決策者在分析者開始
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求解過程之前就把偏好的部分考慮進去，具代表性的方法是評估函數法(Value Function

Method)與目的規劃(Goal Programming)：評估函數法是決策者有一個評估函數(Utility

function)可以將不同的函數的偏好量化，並加總，數學形式U : Rk → R，而求解過程

便是讓此評估函數值越大越好；而目標規畫則是依序的考慮目標函數，決策者希望先

達到某個目標函數的最佳解之後再一一考慮其他的目標函數。

• 與與與決決決策策策者者者互互互動動動的的的方方方法法法

此類方法是四類方法中發展最蓬勃的一類，此類方法在分析者求解的每一次疊代過

程，都會提供決策者一些資訊讓決策者參考，並詢問決策者一些偏好上的問題好進行

下一個疊代直到找出決策者滿意的解。這類方法可以參考 [5]。

決策者對目標函數的偏好取決於決策者在其領域的經驗與知識，在還沒有足夠的能力決

定每個目標函數的偏好時，最好的方法還是產生出Pareto集合來讓決策者做決定，因此本論

文將以計算出Pareto集合為目標，下面對產生Pareto集合的三個代表性的方法做介紹：

1.1.1 權權權重重重法法法

權重法是由Gass和Saaty在1955年 [8]與Zadeh在1963年提出 [9]，其主要的特色在於將個別的

目標函數，經過權重的分配，組合成單目標函數，進而得到一個單目標最佳解，再透過改變

權重比例分配的方式，得到另外一組單目標最佳解；不斷有系統地嘗試各種不同的權重比，

即可得到一組由多個不同的單目標最佳解所組成的效率解集合。主要的特色就是將多目標最

佳化的數學模型轉換成為單目標最佳化數學模型如1.5：

min
x

k∑
i=1

ωifi(x) (1.5)

s.t. h(x) = 0, g(x) ≤ 0

where ωi ∈ [0, 1] ;
k∑
i=1

ωi = 1

其中ωi為權重比例，其總合為1，經由上述的轉換，即可將一個原本為多目標最佳化問題，

成功地轉換成為單目標最佳化問題。但亦由於目標函數為的線性組合的關係，當設計空間

為凹集合空間時，則權重法將無法找到凹口部份的效率解, 因此權重法在使用上將有其限

制 [10]。
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1.1.2 拘拘拘束束束法法法

由Marglin在1967年所提出 [11]，其主要將多目標函數中的某些目標函數，轉換成限制條件來

進行最佳化，進而將原本的多目標最佳化問題，成功的轉換成單目標最佳化問題，如方程

式1.6所示。

min
x

fl(x) (1.6)

s.t. h(x) = 0, g(x) ≤ 0

fj(x) ≤ εj, ∀ j = 1, · · · , k, j 6= l

我們可以從(1.6)發現，原本的多目標函數，藉由將其它的目標函數轉變成為拘束條件後，已

經成功轉換為單目標最佳化問題。圖1.2是以拘束法計算雙目標最佳化的Pareto集合示意圖，

演算步驟如下：

圖 1.2: 拘束法計算雙目標最佳化之Pareto集合示意圖

• 步步步驟驟驟一一一計算第j個目標函數的單目標最佳值做為方程式(1.6)中εj的下界εj。

min
x
fj(x) (1.7)

s.t. g(x) ≤ 0

εj = fj(x
∗), where x∗ = argmin{fj(x), s.t. g(x) ≤ 0}
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• 步步步驟驟驟二二二計算另一個目標函數的最佳解fl(x∗l )後，將此最佳解代入目標函數fj(x∗l )做

為εj的上界εj後均勻的在[εj, εj]取點後計算相對應方程式(1.8)的最佳結果fl(x
∗)，Pareto集

合便是包含所有(εj, fj(x
∗
l ))

T的集合。

εj = fj(x
∗
l )

min
x

fl(x) (1.8)

s.t. h(x) = 0, g(x) ≤ 0

fj(x) ≤ εj, ∀ j = 1, 2, j 6= l

1.1.3 混混混合合合式式式方方方法法法

此方法可以視為權重法與拘束法的一般形式，由Corley在1980年 [12]與Wendell和Lee在1977年

[13]提出，其數學形式如方程式(1.9)

min
x

k∑
i=1

ωifi(x) (1.9)

s.t. h(x) = 0, g(x) ≤ 0

fj(x) ≤ εj, ∀ j = 1, · · · , k

where ωi > 0 ∀ i = 1, 2, · · · , k.

而從計算方程式(1.9)的觀點來看，混合式方法與拘束法比較相近(逐漸增加εj 來計算方程

式(1.9))。

這三種方法中，因為權重法中的權重較難系統的改變而得到Pareto集合，相較之下權重

法撰寫簡單而且在描述Pareto集合的分佈較為平均 [14]，因此本論文將採用拘束法來做為檢

驗工具。

7



1.2 線線線性性性多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化及及及Pareto集集集合合合計計計算算算方方方法法法

線性多目標最佳化的數學形式如方程式(1.10)

min
x

cTx (1.10)

s.t. agx− bg ≤ 0

在方程式(1.10)中，x所形成的是設計空間：x ∈ Rn，ag為一個m × n的矩陣，bg是一個m ×

1的矩陣，說明此問題有m條不等式拘束條件；矩陣c為一個k × n的矩陣，因此cTx ∈ Rk說明

這是個k維度的目標空間。

因為數學上一條方程式可以決定一個變數的值，等式拘束條件理論上可以用帶入函數的

方式來減少設計變數的維度，但是實際處理上大部分的等式拘束條件很難以此方法消去，本

論文為了簡化問題與專注在Pareto集合的計算方法，因此將等式拘束條件排除在本論文的討

論範圍外。

線性多目標最佳化的非凌駕解定義與先前定義相同，可用矩陣形式書寫為：假如有

一個線性多目標最佳化問題如方程式(1.10)的效率解xp ∈ F，則在F中找不到其他的x使

得cTx ≤ cTxp，則稱cTxp = yp為方程式(1.10)的非凌駕解。

在此章前部分討論計算Pareto集合的方法不僅可以計算非線性的多目標最佳化問題，也

可以處理線性的多目標最佳化問題，但是無論是拘束法還是權重法，都必須要計算一定數量

的單目標最佳化問題之後，才能產生與單目標最佳化問題相同數量的非凌駕解，也就是說

如果想要更精確的了解Pareto集合權衡得失的情形，就必須計算更多數量的單目標最佳化問

題。

線性多目標最佳化就因為可行解空間F是個凸集合的多面體，因此線性多目標最佳化的

可達空間T也是個凸集合的多面體 [15]，而且線性多目標最佳化可達空間T上的角點也會剛

好對應到F上的角點，如果定義在T中非凌駕解的角點為非凌駕角解，而其對應在F的效率

解也會在角點上，稱為效率角解，因此只要分析F上的所有角點，做其是否為非凌駕解的檢

查即可判斷出所有的效率角解，Pareto集合即可依這些非凌駕角解建構出來。

過去已有文獻透過分析在設計空間中所有的角點或是邊界來計算出整個Pareto集

合 [16,17]，但是在處理實際問題上經常是設計變數遠多於目標函數的個數，拘束條件的

個數也是一個很大的數目，這時去分析計算設計空間中所有的角點時會使得計算量急遽
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增加，Dauer與Krueger在 [18]中討論一個水資源分配的問題，其中有52個設計變數，30個

拘束條件，3個主要的目標函數，這個問題在設計空間的角解可能超過1000個，但目標空

間的非凌駕解卻只有21個 [19]；Dauer與Liu因此提出在目標空間處理線性多目標最佳化問

題的方法 [19]，可以較有效率的計算Pareto集合，因此在這篇論文中將使用在目標空間計

算Pareto集合的方法，方法介紹如下。

1.2.1 線線線性性性多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化

Dauer與Liu在 [19]提出在目標空間計算Pareto集合的方法，是以單目標最佳化演算法中的簡

算法當作基礎，發展出一套類簡算法(Simplex-like method)。首先把方程式(1.10)中的不等式

拘束條件如同簡算法一般的加上差額變數(Slack variable)使不等式拘束條件轉換成等式拘束

條件，如方程式(1.11)：

min
x,sg

cTx (1.11)

s.t. aTg x− bg + sg = 0

sg ≥ 0, sg ∈ Rm

方程式(1.11)中x是n維的設計變數，而sg是個m維的差額變數，為了計算方便，先將這兩

種變數視為相同性質處理，定義一個(n + m)維的新變數z使得zT = (xT , sTg )，並改寫方程

式(1.11)成方程式(1.12)：

min
z

cTz z (1.12)

s.t. aTz z = bz

z ∈ R(m+n)

接下來可定義出矩陣形式(1.13)： aTz bz

cTz 0

 (1.13)

因為方程式(1.10)的效率角解發生在可行解空間F ∈ Rn的角點上，而在沒有退

化(degeneracy)的情況下，通常F的角點是n條active拘束條件的交點，也就是這n條active拘

束條件在方程式(1.12)的差額變數sg值等於零(退化是指多於n個sg值為零)，此時可以根據這

些sg相對應的行向量把矩陣aTz分解如方程式(1.14)：
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aTz
B

aTz
D

bz

cTz
B

cTz
D

0

 (1.14)

如果令sg中值等於零的差額變數為s0
g，則方程式(1.14)中(m× n)的矩陣azT

D是把azT中會

與s0
g內積的行向量放在一起，剩餘的行向量組成(m×m)的矩陣azT

B；而矩陣czT也依此規則

分類成(k ×m)的矩陣czT
B與(k × n)的矩陣czT

D。

接下來把方程式(1.14)改寫成典型的簡算法表格如方程式(1.15)，下面為了表達方便，將

以azT代替aTz，czT代替cTz

t(z) =

I az
B
T
−1

az
D
T az

B
T
−1

bz

0 R y

 (1.15)

方程式(1.15)中z = (azT
B−1 · · ·bz, 0)T，y = −czT · · · z ∈ Rk，而且k × (n −m)的矩陣R稱

為每個目標函數的縮減成本係數(Reduced Cost coefficients)，如方程式(1.16)

R = czT
D − czT

B · azT B
−1 · azTD (1.16)

矩陣R = {r1, r2, · · · , rn−m}，其意義將章節1.2.2有更詳細的描述。

方程式(1.15)是把方程式(1.13)依點z的active狀況拆解成方程式(1.14)之後再轉換成典型

的簡算法表格，而簡算法對方程式(1.15)的第i行做高斯運算(Pivot)的動作相當於把方程

式(1.14)中n條active的拘束條件拿走一個，並換上第i條拘束條件當做active拘束條件，假

設x是鄰近於角解x的角解之一，這個動作將使角解x移到鄰近的角解x，而x與x連成的線便

是可行解空間F中的一條邊界，Ei，數學表示如方程式(1.17)：

Ei = {(1− α)x+ αx : 0 ≤ α ≤ 1} (1.17)

如果把這兩點都透過矩陣C映射到目標空間的話，下式可以看出x與x的關係：

cx = cx−θiri (1.18)

方程式(1.18)中，ri為矩陣R的行向量，θi為簡算法 [20]定義的相關參數，可以視為兩點間的

步伐大小。接著我們把y = cTx，y = cTx代入重寫方程式(1.18)如下：

y = y−θiri (1.19)

從上式可以觀察到從y到y的方向就是ri，只是y與y的連線並不一定是可達空間的邊界，文

獻 [15,21]提到當設計空間的維度數目比目標函數的個數多時，就會發生並非全部可行解空間
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的角點直接對應到可達空間的角點，同樣的，並非全部可行解空間的邊界會直接對應到可達

空間的邊界，在接下來的段落將討論可行解空間的邊界要對應到可達空間的邊界須具備什麼

條件。

1.2.2 可可可達達達空空空間間間之之之邊邊邊界界界-架架架構構構(Frame)

矩陣R = {r1, r2, · · · , rn−m}表示在某個角解x時有(n − m)個改變cx的方向，根據方程

式(1.19)的概念我們在目標空間的cx當起點再把所有(n−m)個改變cx的方向{r1, r2, · · · , rn−m}畫

出如圖1.3，從圖中可以看出，這些向量中只有最外邊的兩個向量r1與r5才會讓我們找到可達

空間的邊界。

圖 1.3: R矩陣的行向量與錐體

我們定義I dM是矩陣M中所有行向量的索引所組成的集合，例如有一個k × h的矩

陣M =
{
m1,m2, · · · ,mh

}
，則I dM = {1, 2, · · · , h}；並定義I dF是矩陣M的架構F所有行向

量的索引所組成的集合，I dF ⊂ I dM，那我們定義一個錐體(Cone(M))如方程式(1.20)：

cone(M) = cone(mi : i ∈ I dM) =

{
m ∈ Rk : m =

∑
i∈IdM

αim
i, αi ≥ 0

}
(1.20)

方程式(1.20)中描述的錐體Cone是一個集合，此集合是由矩陣M中所有行向量的線性組合；

如圖1.3中，深色區塊代表矩陣R的錐體Cone(R)，在深色區塊中以cx為起點，一定可以找到
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一組適當的係數α讓任意一個向量是矩陣R中所有行向量的線性組合。另外我們可以從圖直

接觀察到，要描述R矩陣的錐體，只要使用向量r1與r5做線性組合就可以完整描述了，接下

來我們對向量r1與向量r5的特性做一個較為完整的定義。

我們定義錐體Cone(M)的架構(Frame)，F，是矩陣M某些行向量組成的集合，此集

合符合特性：cone(mi : i ∈ I dF ) = cone(M)，然後對每個j ∈ I dF來說，cone(m
i : i ∈

I dF�{j}) 6= cone(M)。

上面這段錐體的定義除了說明架構F以所有線性組合的向量形成的集合，錐體，會跟原

來的矩陣M相同之外，也說明了組成這個錐體的M矩陣裡，必須包含架構的行向量，否則剩

餘的行向量所展開的錐體必與原矩陣M展開的錐體不同。

在文獻 [19]提出當ri是cone(R)的架構時，設計空間的邊界Ei才會直接對應到目標空間的

邊界，因此如何決定矩陣R之中哪些行向量是其架構，便是在目標空間計算線性多目標最佳

化Pareto集合的重要步驟之一，而決定架構的原則描述如下：在一個由h個k維行向量所組成

的矩陣M，其架構應該會有k個行向量，因此在一開始，先在M中任意挑k個行向量當作有可

能成為架構的向量，對矩陣M中這k個行向量做高斯運算(Pivot)，使矩陣M變成k × k的單位

矩陣與其他行向量的組合，這時候觀察其他行向量的分量值，假如有某個行向量的所有分量

都大於零，則表示此行向量是其他行向量的線性組合，因此這個向量不會是架構，便將它排

除，經過一連串有系統的計算，最後可以找出矩陣M的架構F，文獻 [22]提供一個良好的演

算流程來計算出一個矩陣的架構(Frame)。
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1.2.3 在在在目目目標標標空空空間間間計計計算算算線線線性性性Pareto集集集合合合演演演算算算法法法

起始非凌駕角解

下一個非凌駕角解

Pareto集合

縮減成本係數矩陣R

矩陣R的架構F

改善另一個目標

架構中改善另一個
目標最多的向量

Y

N

第一步

第二步

第三步

第四步

第五步

圖 1.4: 線性多目標最佳化Pareto集合演算法

圖1.4是處理線性雙目標最佳化的演算法，使用的是文獻 [19]提出在目標空間計

算Pareto集合的類簡算法，從其中一個非凌駕角解移動到下一個非凌駕角解，直到所有的非

凌駕角解全被找出來，下面是此演算法的細節：

演演演算算算法法法細細細節節節

第第第一一一步步步 計算任一目標的單目標最佳解：若選擇第i個目標，即選擇了矩陣c第i行做為目標函數

的係數，則計算單目標最佳化問題(1.21)的最佳解，此解一定是Pareto集合中的其中一

個非凌駕角解。

min
x

cTi x (1.21)

s.t. aTg x− bg ≤ 0

第第第二二二步步步 計算非凌駕解的縮減成本係數矩陣R，並且根據 [22]判斷出矩陣R的架構F。

R = cTz
D − cTz

B · aTz
B−1
· aTz

D
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第第第三三三步步步 檢查架構F中的兩個向量是否能夠改善另一個目標函數(相對於第一步)，即有任意一

個p與q能滿足方程式(1.22)，則進入到第五步；如果不能改善，進入第四步。

F(p, q) < 0

p = 1, . . . , k, p 6= i (1.22)

q = 1, . . . , k

第第第四四四步步步 結束演算法，並把所有找到的非凌駕解依序連接起來，整條線即為此最佳化問題

的Pareto集合。

第第第五五五步步步 選擇架構F中能夠改善另一個目標(相對於第一步)最多的向量：在本篇論文中挑選向量

的方法為先將架構F中的行向量皆轉換為長度是一的單位向量，接著觀察所有的單位向

量在另一個目標(相對於第一步)的分量，分量值負值最小的向量即為架構F中能夠改善

另一個目標(相對於第一步)最多的向量；接著找出以此向量能改善的最大距離，即求解

下列線性最佳化問題(1.23)

min
θ
−θ (1.23)

s.t. cTz z + θr = y

aTz z = bTz

θ ≥ 0, z ≥ 0

方程式(1.23)第一條拘束條件是希望目標函數可以依著第五步決定的向量r來改變；

而第二條拘束條件是限制設計點必須在可行解空間裡面；找到最大的θn值後，新的

非凌駕解yn = y − θnr就可以被找到，鄰近兩個非凌駕解構成的一段在目標空間的邊

界E = {y − θr : 0 ≤ θ ≤ θn}。找到鄰近的新非凌駕角解之後進入第二步。
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1.2.4 範範範例例例

上面介紹了線性多目標最佳化的Pareto集合計算方法，下面將用一個數學範例 [19,23]來示

範，並且使用拘束法來做檢驗。

min cx =

 −x1 − 1
9
x3

−x2 − 1
9
x3

 (1.24)

s.t. 9x1 + 9x2 + 2x3 − 81 ≤ 0

8x1 + x2 + 8x3 − 72 ≤ 0

x1 + 8x2 + 8x3 − 72 ≤ 0

−7x1 − x2 − x3 + 9 ≤ 0

−x1 − 7x2 − x3 + 9 ≤ 0

−x1 − x2 − 7x3 + 9 ≤ 0

x1 − 8 ≤ 0

x2 − 8 ≤ 0

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3

圖 1.5: 範例(1.24)的設計空間 圖 1.6: 範例(1.24)的目標空間

這是一個線性雙目標最佳化問題，其中k = 2，n = 3，m = 8，由圖1.5有更進一步的

了解。根據章節1.2.3中的介紹，第一步我們假如先找第一個目標f2的最佳解當作起始的非
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凌駕解y6 = (−0.111,−8.111)T，x6 = (0, 8, 1)T，在此非凌駕解上可以求出相對應的矩陣R如

方程式(1.25)，假如把矩陣R中所有的行向量以單位向量的方式，y6為起點繪製在目標函

數空間如圖1.6，即可以看出這三個向量之中，cx沿著中間的向量不管如何做變化，都會

是另外兩個向量的線性組合，因此不會是非凌駕解 [19]，更說明此問題在設計空間裡所有

的角解不會直接對應到目標空間的非凌駕角解 [15,21]。在此架構F的兩個行向量中，可以

看出沿著指著左方的向量會比另一個向量使第二個目標f1更容易改善，因此延著此向量計

算方程式(1.23)所描述的最佳化問題，找到最大的步幅大小θn後就能夠找到下一個非凌駕

解y1 = (−0.9− 8.1)T，x1 = (0.8, 8, 0.9)T。

R =

 0.0141 0.002 0.8889

−0.004 −0.1434 −0.1111

 (1.25)

依照此演算法直到找到的架構F不能改善f1時即找到這問題的Pareto集合了，如圖1.7。計算

過程的四個非凌駕角解如表1.1所示，表中列出問題1.24的每一個非凌駕角解在目標空間的位

置，跟相對應的縮減成本係數矩陣R，還有此非凌駕角解在設計空間的位置x1，x2，x3，以

及到下一個非凌駕角解所需要的距離θ；而表1.1的縮減成本係數矩陣中，中括號的行向量代

表示此矩陣R的架構F，粗體表示的行向量則代表此非凌駕角解將由此行向量移動θ的距離至

下一個非凌駕角解(例如y6沿著R矩陣中的粗體向量移動0.789的距離到y1)。

圖1.7同時使用拘束法來驗證，可以看到使用拘束法計算出來的50個非凌駕解都在 [19]提

出的方法計算出的Pareto集合線上，換句話說，假如使用拘束法計算無限多個非凌駕解，理

論上就可以與 [19]完全相同。因為 [19]可以完整並正確的對Pareto集合中的每一個非凌駕解

做描述，而且在得到完整的Pareto集合的前提下，計算量遠遠低於拘束法，因此本論文將採

用此方法來計算Pareto集合。
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圖 1.7: Pareto集合之Dauer’s method與Constraint method比較

表 1.1: 線性Pareto集合運算過程

非凌駕角解
f1

f2

縮減成本係數矩陣R θ x1 x2 x3

y6

8.111

0.111




0.014

−0.004

 0.002

−0.143


 0.889

−0.111


 0.789 8.000 0.000 1.000

y1

8.100

0.900



−0.002

0.113


 0.014

−0.014

 0.900

−0.900

 10.182 8.000 0.800 0.900

y4

0.900

8.100



 0.113

−0.002


−0.014

0.014

 −0.900

0.900

 0.789 0.800 8.000 0.900

y7

0.111

8.111



−0.004

0.014

−0.143

0.002


−0.111

0.889


 NA 0.000 8.000 1.000
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1.3 不不不確確確定定定因因因素素素對對對多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化的的的影影影響響響

工程上在進行設計時，為了要求節省時間成本，會簡化許多較為不重要影響的因素，只考慮

影響較大的因素，工程上儘管我們設計時使用的模型多完善，還是無法把大自然的因素全部

考慮進去。除了產品在製作過程的影響因素，像溫度變化，或是人為誤差等造成的不確定

性，還有可能因為一開始模型的假設過於簡化，造成的誤差種種，都將使不確定因素影響我

們的設計成果，使其結果與起初想像的設計成果有些許的差距，輕微的可能使產品的使用年

限不穩定，嚴重的話更會影響產品生產時的良率造成公司虧損，因此在設計過程考慮不確定

因素乃為重要的事情。

不確定因素的考慮第一步便是了解到大部分的數值不是定值，而是呈現某種分佈狀況，

而現在有許多分佈的模型可以描述這個世界的某些行為:

• 指數分佈可以用來描述第一事件或相鄰兩事件發生所需要的時間，例如地震 [24]。

• 韋氏分布適合描述風的特性 [25]

而大部分的情況都可以用高斯分佈(又稱常態分佈)來描述，只要找到適當的分佈模型來

描述，就可以用此模型來代替真實世界來進行分析或設計，而本篇論文使用高斯分布來描述

不確定因素的分佈情況。

高高高斯斯斯分分分佈佈佈

當數值是呈現某種分佈狀態的時候，此時某個數值出現的可能性便可以用機率來表示，首先

定義X為隨機變數，當X為連續時，fX定義為機率密度函數(Probability Density Function)，

是其一般形式，方程式(1.26)是對fX從a積分到b得到的累積密度機率密度函數，表示為X在

某一區間[a, b]內所發生的機率。 ∫ b

a

fX(t)dt = Pr[a ≤ X ≤ b] (1.26)
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採用不同的分佈當模型就會使用不同的機率密度函數；而高斯分佈是現在廣被人使用模

擬不確定因素的模型，其機率密度函數如方程式(1.27)。

f(x) =
1

σ
√

2π
exp[−1

2
(
x− µX
σ

)2], ∀x ∈ [−∞,∞] (1.27)

但為了計算上方便，將此高斯分佈進行標準化(Standardize)，如方程式(1.28)：

U =
X − µX
σX

(1.28)

其用意在把座標原點移至平均值µx上，並將標準差σ轉為1，轉化後的高斯分佈可以改寫成方

程式(1.29)

φ(u) =
1√
2π

exp(−u
2

2
) (1.29)

圖 1.8: 標準高斯分佈機率密度

圖1.8是平均值在0，標準差為1的標準高斯分佈圖，x軸是量值，而y軸是出現此量值的機

率密度；從圖上可以觀察到高斯分佈是個以平均值左右對稱的分佈，呈現一個鐘型曲線。而

此鐘型曲線下的面積即為此數值發生的機率，對方程式(1.29)積分即可得到累積密度函數方

程式(1.30)。

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
exp(−u

2

2
)du = Pr[U ≤ u] (1.30)
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在決定使用什麼分佈來模擬不確定因素之後，就能夠利用此分佈的累積機率函數來計算

可靠度；事情卻沒有這麼簡單，雖然我們有機率密度的函數，理論上我們只要對其積分就可

以得到機率，但實際上方程式(1.30)沒有解析解，只能透過數值積分來得到；更甚者我們很

難去獲得一個事件的機率密度函數fX，因此我們下面介紹常用來估計機率的方法 [26,27]。

1.3.1 可可可靠靠靠度度度分分分析析析

市面上的電子產品大多有註明保固期，在保固期限內產品壞掉，失去它的功能時廠商願意以

較低價格的方式維修，更甚者廠商願意替消費者更換新品。保固的觀念除了是消費者與廠商

間的遊戲規則之外，還代表了不是每個產品都能在一段固定的時間範圍內維持正常的功能，

代表了實際上的物理量值(長度，重量，溫度，濕度等等)都不是一個定值而是某些數值出現

的頻率較高或較低的一個不確定性因素，導致受到這些不確定性因素影響的產品功能也不會

有固定一種表現情況，因此需要以可靠的程度來提供更多資訊。

有個對可靠度的英文定義 [28]如下：

The probability of that a system, vehile, machine, device, and so on will perform

its intended function under operating conditions, for a specified period of time.

這個定義說明一個系統，或是車子，機器，或是任何一個在適當操作下能夠在一段時間

內擁有其功能的機率，稱為此東西的可靠度。因此可靠度有三個重要的東西組成：機率，時

間與功能：

機機機率率率 由於不確定因素的影響，產品在某種機率下可以毫無故障的發揮其功能，是可靠度的

度量方式。

時時時間間間 產品在不同的時間也會有不同的表現，有可能會疲勞，老化而導致產品喪失功能，因

此時間可以視為一種不確定因素，嚴格來說，可靠度必須在某段固定時間內做討論才

有意義；但是在考慮時間之前，必須先達到產品應有的功能，在本論文中將以在考慮

時間之前，不能先破壞的目標做討論，不會考慮時間的因素。

功功功能能能 功能為判定產品是否可靠的一個標準，只要產品喪失應有的功能，就會判定此產品為

破壞。
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在不考慮時間的影響為前提下，可靠度是產品能達到正常功能的機率，也可以換成計算

某產品不能達到正常功能的機率來得到可靠度的資訊，稱為破壞機率，可靠度Re與破壞機

率Pf為一體兩面的觀念，這兩者的關係如方程式(1.31)

Re = 1− Pf (1.31)

工程上常用來估計機率的方法主要分為三類

• 樣本法-蒙地卡羅法

• 一階可靠度方法

– 一階二次可靠度方法

– 進階一階二次可靠度方法

• 二階可靠度方法

樣樣樣本本本法法法

蒙地卡羅是樣本法中最具代表性的機率估計法，其概念便是以某種分佈的樣本點在某個想

要觀察機率的參考點附近大量的嘗試樣本點是破壞還是安全，最後再搜集所有樣本點的資

訊來估計此參考點的機率。 假設一個拘束函數g(X) ≥ 0是破壞，在我們對計算機率的函

數g(X)不了解時，用蒙地卡羅法是最好的方法，其計算機率的方式如方程式(1.32)：

Pf =
nf
ns

(1.32)

nf為樣本點中違反破壞機率的點數，也就是使g(x) ≥ 0的樣本點；ns為所有的樣本點

數，而Pf則為此蒙地卡羅法所估計的破壞機率。 雖然蒙地卡羅法在估計可靠度時能有一定

的準確度，但是要達到某種程度的準確度就需要一定的樣本數，文獻 [28]中提供了一個蒙地

卡羅法樣本點數與準確度的關係方程式如(1.33)：

ε% =

√
(1− P T

f )

N × P T
f

× 200% (1.33)
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方程式(1.33)中P T
f 是真實的破壞機率，說明了如果要計算1%的破壞機率，而誤差ε%希望可

以在2%以下的話，需要樣本點數為106個，如果以此數目來進行設計計算量稍嫌過大，下面

介紹較為快速的方法。

一一一階階階可可可靠靠靠度度度方方方法法法

一階可靠度方法都是將拘束條件做一階泰勒展開，而形成線性的拘束條件後再考慮此線性拘

束條件對設計點的破壞機率來估計可靠度；其中又以採取對拘束條件做一階泰勒展開的參考

點不同而分成：一階二次可靠度方法及進階一階二次可靠度方法。

• 一一一階階階二二二次次次可可可靠靠靠度度度方方方法法法

此方法是在設計點對拘束條件進行一階泰勒展開，而且考慮可靠度的方法是使用兩個

統計量µ與σ的比值來計算所需要的可靠度指標β，再用方程式Pf = Φ(−β)計算其破壞

機率，計算步驟如下：

– 步驟一：在設計點上對某個拘束條件g(X)做如方程式(1.34)的一階泰勒展開成線性

拘束條件g′(X)

g′(X) = g(µX) +
n∑
i=1

∂g

∂xi
(Xi − µXi) (1.34)

– 步驟二：計算g′(X)的標準差 　　　　

σg′ =

√√√√ n∑
i=1

∂gj
∂xi

2

σ2
Xi

(1.35)

– 步驟三：利用平均值與標準差計算可靠度指標β 　　　　

β =
µg′

σg′
(1.36)

再利用此β來計算破壞機率

Pf = Φ(−β) (1.37)

此方法可以很快將估計的破壞機率計算出來，但此方法只有在拘束條件為線性的時候

最準確，其計算的破壞機率會依拘束條件的非線性程度提高而誤差也跟著提高。而且

此方法只有考慮當不確定因素為高斯分佈的時候才適用，為了使其他分佈的不確定因

素模擬也能使用此法，進階的一階二次可靠度方法被提出。
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• 進進進階階階一一一階階階二二二次次次可可可靠靠靠度度度方方方法法法

此方法基本上也是對拘束條件進行一階泰勒展開，只是在這之前會將問題轉換至標準

空間後，在拘束條件上找一個最有可能破壞的點做為展開點，而且此方法的可靠度指

標β計算方式也有所改善。其步驟如下：

– 步驟一：如方程式(1.38)將隨機變數轉換至標準空間中，做一個把座標軸原點移到

設計點上(平均值)，並對所有變數的標準差標準化。

U =
X− µX
σX

(1.38)

– 步驟二：找到拘束條件極限狀態(g(X) = 0)上的點，而此點必須與標準空間的原點

距離最短，稱此點為最有可能破壞的點(MPP)，找尋此點是一個最佳化過程。

min
µU

µU
T · µU (1.39)

s.t. g(µU ) = 0

– 步驟三：在方程式(1.39)求解最佳化的結果，其中可靠度指標β =
√

µUT · µU，再

利用方程式(1.40)計算設計點對此線性拘束條件的破壞機率

Pf = Φ(−β) (1.40)

這兩種一階二次可靠度方法對於處理同一個線性拘束條件，設計變數的變異量又一樣

的問題時，兩種方法計算出來的效果都一樣準確，只是進階一階二次可靠度方法的計

算較為繁雜，為了兼顧計算效率與準確度，本論文將採用一階二次可靠度方法來處理

線性的拘束條件。

二二二階階階可可可靠靠靠度度度方方方法法法

由於一階可靠度方法在計算非線性拘束條件的時候，會因為非線性程度越大而使得計算破壞

機率的誤差跟著變大，因此Fiessler等人在1979年提出二階可靠度方法 [29]，藉由對拘束條件

做二次泰勒展開得到的逼近函數來改善非線性引起的誤差。由於本論文專注在線性拘束條件

的可靠度估計，因此不對此做深入的探討。

23



1.3.2 可可可靠靠靠度度度最最最佳佳佳化化化設設設計計計

一般最佳化問題並未考慮不確定因素，而找到的最佳解卻容易因為不確定因素而使得最佳解

的可靠度只有50%甚至更低(因為緊鄰拘束條件)，因此為了更加符合實際情況，也就是考慮

不確定因素進入設計過程，原本的最佳化問題改寫成方程式(1.41)

min
µx

f(µx) (1.41)

s.t. Pr[g(X) > 0] ≤ Pf

此方程式中把原本定義拘束條件g(x) ≤ 0為不會破壞，改成以機率的形式來表示：設計點對

拘束條件破壞的機率要比決策者訂定可接受的破壞機率Pf來的小，而方程式(1.41)稱為可靠

度最佳化(Reliability Based Design Optimization) [30]。基本上求解的過程與方法與不考慮可

靠度的方法一樣，只是必須使用上面介紹的可靠度估計法來估計機率。

可可可靠靠靠度度度多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化設設設計計計

而現在我們可以把多目標最佳化延伸至考慮不確定因素的形式，如方程式(1.42)

min
x

f = {f1(x), f2(x), · · · fk(x)} (1.42)

s.t. Pr[g(X) > 0] ≤ Pf

這類的可靠度多目標最佳化設計問題，被許多人所關注與討論：Levi與Gobbi在2005年提出

考慮不確定因素下在結構設計的多目標最佳化應用 [31]，文章中Levi等人以一階二次可靠度

方法來考慮不確定因素，而其對Ｉ型梁，Ｔ型梁與Ｏ型梁做輕量與強度的雙目標設計，文章

中除了說明Ｔ型梁中翼在下方的設計比翼在上方的設計來的好之外，如圖1.9，還說明了Ｔ型

樑的截面的長寬比例越接近則此類設計越可靠，如圖1.10。另外Li等人在2008年在 [32]討論

汽車側邊框架的設計，說了在不同公差配置下成本與敏感度的權衡得失，如圖1.11，公差配

置與考慮可靠度有某種層面上的相似。
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圖 1.9: 文獻[31]中T型梁上翼與下翼的比較

圖 1.10: 文獻[31]中T型梁長寬比例的比較
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圖 1.11: 文獻[32]中在不同公差配置下的成本與敏感度關係圖

1.4 研研研究究究動動動機機機與與與研研研究究究方方方法法法

在做完這些文獻探討之後，觀察到最後圖1.10，圖1.11中的Pareto集合在不同可靠度的考

慮下，會有移動的情形，而且圖1.11的鄰近的幾個Pareto集合形狀都很接近，似乎可以

用平移再加上其他動作把較低可靠度的Pareto集合拿來預測較高可靠度的Pareto集合，這

樣Pareto集合移動的情形除了 [33]之外並沒有人探討其情形。

文獻 [33]中提到，線性的多目標最佳化在考慮可靠度的情況下，假如active的拘束條件

沒有改變，Pareto集合會有平移的特性，而且平移的距離與β成正比。本論文使用在目標空

間解決線性多目標問題的方法 [19]來對此現象做討論。

假如能夠了解可靠度多目標最佳化的Pareto集合移動情形，那下一步很有機會的便是拿

已有的Pareto集合用來預測尚未計算的Pareto集合，或者是把一個可靠度範圍內Pareto集合

的變化情形描述出來，提供決策者更多資訊，關於考慮不確定因素下的影響，協助決策者做

更為實際的決定。

為了達到上述目標，本論文先以相較於非線性多目標最佳化問題，較為不複雜的線性雙

目標最佳化問題著手，並假設所有設計變數都是互相獨立的高斯分佈，其標準差皆為1，而
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且不討論等式拘束條件。討論線性的Pareto集合在考慮不確定因素下將如何移動；再試著將

此討論的成果延伸至非線性的多目標最佳化問題。

本文第二章將開始討論在不確定因素下，使用一階二次可靠度方法的線性拘束條件形式

與先前介紹有何不同以及為何如此；接著討論在不確定的考量下拘束條件active的變化，並

使用最佳化方法避開因為active情況改變，而無法使用平移的方式預測的困難；同時使用在

目標函數下計算β-Pareto集合的方法來再次討論線性Pareto集合具有平移可預測的特性，最

後將以β-Pareto集合圖來提供一個可靠度範圍內任意可靠度的線性Pareto集合預測演算法以

及數學範例。

第三章將討論如何使用區塊三明治夾擠法延伸線性雙目標最佳化的技術，處理非線性雙

目標最佳化問題，並提出一個數學範例做示範；第四章為結果與展望。
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第第第 二二二 章章章 不不不確確確定定定因因因素素素下下下線線線性性性問問問題題題的的的Pareto集集集合合合平平平

移移移

在不確定因素下，因為線性拘束條件的平移，Pareto集合會有平移的現象 [33]，文獻中也

提到一個方法來預測不同可靠度的Pareto集合，但是那只能適用在預測兩個可靠度之間沒

有active的拘束條件改變，因此這篇論文將提出一個方法，來處理active的拘束條件改變時

的Pareto集合預測；首先介紹一下不確定因素與其造成的影響。

2.1 不不不確確確定定定因因因素素素對對對線線線性性性拘拘拘束束束條條條件件件的的的影影影響響響

在討論了最佳化與不確定因素後，假如拘束條件為線性時，如何將此條件改為機率形式，以

及進行最佳化過程時該使用何種可靠度估計法最恰當，為接下來要討論的內容。

先前已經討論到線性拘束條件使用一階二次可靠度方法是很合適的，而且因為拘束條

件已經是線性的，不需再計算一階二次可靠度方法步驟一的一階泰勒展開，詳細處理過

程如下：假設一個一維的設計變數X是呈現標準高斯分佈如圖2.1，原點位於設計點的平均

值µX上；而其虛線代表某一條拘束條件(2.1)的極限狀態g(x′) = 0，虛線左側代表破壞，右側

代表安全，因此虛線左側的色塊面積代表此設計點對這拘束條件的破壞機率Pf。

g(x′) ≤ 0, x′ ∈ R1 (2.1)

P (g(X) ≥ 0) ≤ Pf (2.2)

可以想像在原本不考慮可靠度時的最佳化過程是一個設計點在可行解空間中有系統的

找最佳解；而考慮不確定因素之後，假設此Pf是設計者能容許的最大破壞機率，那麼設

計點µX就不能再往左邊移動，因為一往左移破壞機率就會大於Pf，因此拘束條件(2.1)改寫

成(2.2)的機率形式。可以視為一個半徑為β的球在原本的可行解空間找最佳解，而β計算方式

如同方程式(2.3)

Pf = 1−Re = Φ(−β) −→ Φ−1(Re) = Φ−1(1− Pf ) = β (2.3)
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圖 2.1: 與圖1.8相同的標準高斯分佈機率密度

此時球心的活動被限制在原點以右的範圍，因此有另一種看法是限制設計點，最多只能靠近

拘束條件距離β的位置 [26]

β =
µg
σg

−→ µg − σgβ = 0 (2.4)

µg = g(µX), X ∈ Rn, σg =

√√√√ n∑
i=1

(
∂g

∂Xi

)2σ2
Xi

方程式(2.4)中，假如視σXi
皆為1，則β的計算式等於我們熟悉的距離公式，計算設計

點µX與g(X) = 0的距離； 因此新的問題形式可以將方程式(2.3)帶入方程式(2.4)並修改成方

程式(2.5)，拘束條件經過方程式(2.5)平移後，重新進行最佳化。

g(µX)− σgΦ−1(1− Pf ) = 0 (2.5)
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2.2 拘拘拘束束束條條條件件件active情情情況況況在在在考考考慮慮慮不不不確確確定定定因因因素素素下下下的的的改改改變變變

在考慮不確定因素下，會使得線性拘束條件平移而使得可行解空間縮小，而在某個可靠度下

會導致非凌駕角解的active拘束條件改變，這會導致我們無法用直接平移現有Pareto集合的

方式來預測其它可靠度下的Pareto集合 [33]，下面將用一個簡單的數學範例來說明。

方程式(2.6)為一個兩個目標函數，兩個設計變數，五個拘束條件的問題，並且同時計算

可靠度50%與可靠度98%的情況：

min
x

cx =

 4x1 − 2x2

−2x1 + 5x2

 (2.6)

s.t. g1 : −5x1 + x2 + 10− σ1Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g2 : −3x1 − 4x2 + 25− σ2Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g3 : x1 − 5x2 + 10− σ3Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g4 : x2 − 8− σ4Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g5 : x1 − 8− σ5Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

σxi
= 1, i = 1, 2, σj =

√√√√ 2∑
i=1

(
∂gj
∂xi

)2σ2
xi
, j = 1, 2, 3, 4, 5

圖 2.2: 範例(2.6)設計空間 圖 2.3: 範例(2.6)目標空間

圖2.2中實線圍起來的中間區塊是可靠度50%的可行解空間，從圖2.2與圖2.3互相對照，

可以知道在可靠度50%的Pareto集合中，非凌駕角解y1對應到設計空間的效率角解x1，而此
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效率角解active的拘束條件為g1與g2，相同的可以觀察到另一個效率角解x
2，active的拘束條

件為g2與g3；而在可靠度提升後的情形，會使得拘束條件往可行解空間的方向平移，使得可

行解空間縮小，而考慮可靠度的新非凌駕角解y1′與y2′在圖2.3會越來越靠近直到碰在一起。

此情形可以觀察在可靠度98%的Pareto集合中非凌駕角解y3，其對應的效率角解x3，

其active的拘束條件為平移後的g1
′與g3

′；原本g1 = 0與g3 = 0的交點在g2 = 0線後的非可行解

空間，而在拘束條件平移時，g1
′ = 0與g3

′ = 0的交點移動的比g2
′ = 0快，直到此焦點移動

到g2
′ = 0線前的可行解空間裡，成為新的效率角解x3，其active的情況改變了，但是在哪種

可靠度程度改變，以及如何在演算法中觀察到active的狀態，將在下面從最佳解的必要條

件(KKT Conditions) [2]，來討論拘束條件active情形。

Karush-Kuhn-Tucker 必必必要要要條條條件件件(KKT)

對於一個單目標最佳化問題，其問題的一般形式如方程式(2.7)

min
x
f(x) (2.7)

s.t. g(x) ≤ 0

而當這個最佳化問題找到最佳解x∗的時候，這個最佳解會符合必要條件KKT [2]，分為三個

部分描述如方程式(2.8)

g(x∗) ≤ 0 (2.8a)

Of(x∗) + λTOg(x∗) = 0T , λ ≥ 0 (2.8b)

λTg(x∗) = 0 (2.8c)

第一部分描述的是最佳解必須在可行解空間裡面；第二部分是一階最佳解條件，當最佳解找

到時，此最佳解的−Of(x∗)可以用所有active拘束條件的梯度向量做線性合成，而做線性組合

時使用的係數λ稱之為Lagrange multiplier；第三部分則是為了只考慮active的拘束條件，。

若g(x∗)值不為零則其不為active拘束條件，因此指定其λ 值為零使它符合方程式(2.8)的第三

部分，因此第三部分不是λ值為零就是g(x∗)值等於零，KKT條件還有在幾何上的意義，下面

將用一個簡單的範例來說明。

方程式(2.9)為文獻 [34]上提供的數學範例，而圖2.4說明了此問題的可行解空間，最佳

解(2,1)及對應的函數梯度方向；首先此最佳解符合方程式(2.8)的第一部分，也就是必須
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為可行解；再由圖上可以看出其active的拘束條件為g1與g2，因此根據方程式(2.8)的第三

部分λ3與λ4為零；此最佳解必須往Of(x∗)的反方向移動才能使目標函數值更好，但是若往

此方向移動設計點的話，便會使得g1與g2的拘束條件值增大而違反拘束條件，因為此方向

是Og1(x
∗)與Og2(x

∗)的線性組合，由此範例可以說明KKT條件為最佳解的必要條件。

min
x

f1(x) = (x1 − 3)2 + (x2 − 2)2 (2.9)

s.t. g1 = x1
2 + x2

2 − 5 ≤ 0

g2 = x1 + 2x2 − 4 ≤ 0

g3 = −x1 ≤ 0

g4 = −x2 ≤ 0

圖 2.4: 文獻[34]中描述KKT條件的幾何意義

線線線性性性單單單目目目標標標最最最佳佳佳化化化問問問題題題的的的KKT條條條件件件

在了解KKT條件的一般形式之後，在這一段落將介紹KKT條件在線性單目標最佳化的形

式，一個典型的線性單目標最佳化問題如方程式(2.10)表示：

min
x

f = cTx (2.10)

s.t. g = aTx− b ≤ 0
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把方程式(2.8)改寫成線性形式(2.11)

aTx− b ≤ 0 (2.11a)

cT + λTaT = 0T, λ ≥ 0 (2.11b)

λT (aTx− b) = 0 (2.11c)

在線性形式的KKT條件中，第一個部分確保最佳解在可行解空間中與第三部分只考

慮active拘束條件的Lagrange multiplier都與方程式(2.8)相同；值得注意的第二部分，由方程

式(2.11)可以觀察到，只要active的拘束條件相同，那矩陣a便相同，計算出來的λT也會相

同；相反的，只要active拘束條件改變，那麼λT值便會不同，因此比較考慮不同可靠度下的

非凌駕角解的λT值，便是本篇論文演算法中判斷拘束條件active狀況的重要方法。

2.3 非非非凌凌凌駕駕駕角角角解解解的的的移移移動動動

在先前的文章討論了該如何考慮不確定因素，並且說明考慮不確定因素後會使線性拘束條件

平移，平移的結果會使得非凌駕角解怎麼移動?是這段討論的主題。

假設有個效率角解xp與其對應的非凌駕角解yp = cTxp存在，而其active的線性拘束條

件aTxp − b ≤ 0改寫成aTxp = b，效率角解xp可以視為其交點；在考慮可靠度下，線性拘束

條件會依方程式(2.5)平移成新的拘束條件，如方程式(2.12)。

aTxp = b −→ aTxp = b + σAΦ−1(1− Pf ) (2.12)

xp是這些active拘束條件極限狀態的交點，因此平移後的xp可由方程式(2.12)改寫成下

式(2.13)：

xp = aT
−1

b + aT
−1

σaΦ−1(1− Pf ) (2.13)

方程式(2.13)與平移前的x∗相比較可以看出效率角解移動了aT
−1

σaΦ−1(1− Pf )，如果透過矩

陣cT可以直接映射到目標空間的一個向量z

z = cTaT
−1

σaΦ−1(1− Pf ) (2.14)

假如角解的拘束條件在改變可靠度時沒有跟著改變，那麼目標空間的角點就如方程

式(2.14)改變。
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2.4 線線線性性性Pareto集集集合合合邊邊邊界界界的的的移移移動動動

在文獻 [33]中有討論到線性問題的Pareto集合在考慮不確定因素下會有平移的現象，而本論

文在這裡將以 [19]的基礎上來討論此現象。

在方程式(1.17)中定義了鄰近兩個角解在可行解空間的某一邊界，而角解x在考慮可靠度

時，不改變active拘束條件狀態下，其角解會依上面方程式(2.13)移到新的角解xp上，因此移

動之後的邊界可以表示成方程式(2.15)。

Eip = {(1− α)xp + αxp : 0 ≤ α ≤ 1} (2.15)

而因為active狀態沒有改變，所以兩個考慮不確定因素的非凌駕角解yp與yp，都是原來的非

凌駕角解經過方程式(2.14)平移的結果，如方程式(2.16)與2.17。

yp = y + cTaT
−1

σaΦ−1(1− Pf ) (2.16)

yp = y + cTaT
−1

σaΦ−1(1− Pf ) (2.17)

根據章節1.2.2與文獻 [19]的說明，只要ri是矩陣R架構中的其中一行向量，方程

式(1.19)就是Pareto集合的其中一條邊界；而在不改變active狀態的前提下，矩陣R就不會改

變，因此方程式(2.18)依然是Pareto集合的其中一條邊界，而且rip = ri，因此兩條Pareto集合

在同一個超平面上，可以使用線段平移的方式來預測Pareto集合 [33]。

yp = y∗−θpi rip (2.18)
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2.5 改改改變變變active拘拘拘束束束條條條件件件的的的可可可靠靠靠度度度尋尋尋找找找

在上一章我們可以產生出線性多目標最佳化Pareto集合的角點，再經由方程式(2.14)可以知

道角點的移動，至於移動距離最大為多少時拘束條件active情形還未改變？我們透過最佳化

搜尋的方式求解。

在KKT條件之中，每一個角解都有他專屬的Lagrange multiplier，只要角解在考慮不同

可靠度程度下active情形沒有改變，那麼它的Lagrange multiplier也不會改變，換句話說，我

們只要觀察在Lagrange multiplier不改變的情況下，能預測的最大移動距離為多少？即能預

測的最大的可靠度是多少，數學式子如下列最佳化問題：

min
Pf

−|z(Pf )| (2.19)

s.t. λ(Pf )− λ′ = 0

如方程式(2.14)所表示，方程式(2.19)中的目標函數−|z(Pf )|是個單調遞增的函數，因此可以

簡化為方程式(2.20)：

min
Pf

Pf

s.t. λ(Pf )− λ′ = 0 (2.20)

問題(2.20)中的λ(Pf )是每一個角點在改變Pf的情況下用拘束法計算出來的Lagrange multi-

plier，計算方式如方程式(2.21)，而λ′則是一開始的參考Lagrange multiplier；

min
x

fl(x)

λ(Pf ) : s.t. g(x) ≤ 0 (2.21)

fj(x) ≤ εj + zj(Pf ), ∀j = 1, . . . , k, j 6= l

如此一來每一個角點都計算出在active情形不改變下能進行多少可靠度的預測，再選擇較小

可靠度的進行新的計算，直到我們想要觀察的可靠度為止。 附帶一提，因為此最佳化問

題(2.20)的拘束條件並不具有梯度資訊，因此沒法使用梯度方法當基礎的演算法來求解，必

須使用類似DIRECT [35]的全域演算法才能求解。

至此，我們可有系統的找到改變active拘束條件的臨界可靠度，因此任兩個active拘束條

件不改變的Pareto集合均可用文獻 [33]的方法進行預測，如此一來我們就可以解決線性多目

標最佳化問題。
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2.6 考考考慮慮慮不不不確確確定定定因因因素素素下下下之之之線線線性性性多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化的的的Pareto集集集合合合演演演

算算算法法法

根據上面的介紹，在本篇論文提出一套演算法如圖2.5，讓決策者可以得到從起始可靠度到

最終可靠度(最小破壞機率)中任一可靠度的Pareto集合資訊。首先以起始可靠度計算出一

組Pareto集合後，再計算此集合上每一個非凌駕角解在考慮可靠度的情況下可能的移動向

量，並計算可靠度提高多少的時候任一個非凌駕角解的拘束條件active情況改變，接著以此

可靠度計算出新的Pareto集合，一直持續計算直至得到最終可靠度的Pareto集合資訊。下面

是此演算法的細節。

起始非凌駕角解

下一個非凌駕角解

Pareto集合

非凌駕角解的移動
向量

縮減成本係數矩陣

矩陣的架構

改善另一個目標

架構中改善另一個
目標最多的向量

拘束條件active情況
的改變

破壞機率 達到最小破壞機率

平移拘束條件

β−Pareto集合組

Y

N

Y

N

產生Pareto集合 第一步

第二步

第三步

第四步

第五步

圖 2.5: 考慮不確定因素下之線性多目標最佳化Pareto集合演算法

36



演演演算算算法法法細細細節節節

第第第零零零步步步 在一開始讓決策者決定一個可靠度範圍。基本上，低於50%可靠度的平均設計點已經違

反了拘束條件，因此不需考慮；起始可靠度通常都是設定50%以上，而最終可靠度必須

比起始可靠度來的高。決定可靠度範圍後以起始可靠度進入第一步。

第第第一一一步步步 根據此可靠度讓原本不考慮不確定因素的拘束條件做平移的動作，產生一組新的拘束

條件

aTµX − σaΦ−1(1− Pf )− b ≤ 0

σa =

√√√√ n∑
i=1

(ai)2σ2
Xi

接著使用在目標空間計算線性Pareto集合演算法來計算此可靠度的Pareto集合，進入第

二步。

第第第二二二步步步 計算在Pareto集合上每一個非凌駕角解在不確定因素下的變化方向z

z = cTaT
−1

σaΦ−1(1− Pf )

並找出每一個非凌駕角解在拘束法時的Lagrange multiplier，λ′，來代表每一個非凌駕

角解的active情形，進入第三步。

cT + λ′TaT = 0T

第第第三三三步步步 為了知道每一個非凌駕解沿著第二步所計算出來的變化方向移動距離最遠多少，因此

計算一個最佳化問題如下，來得知某一個非凌駕角解的拘束條件active情形改變時的可

靠度：

min
Pf

Pf

s.t. λ(Pf )− λ′ = 0

其中λ(Pf )則是使用拘束法計算單目標最佳化問題而得到相對應的Lagrange multiplier，

舉雙目標為例：

min
x

f2(x)

λ(Pf ) : s.t. g(x) ≤ 0

f1(x) ≤ ε1 + z1(Pf )
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而每一個非凌駕角解都可以計算出在不改變拘束條件active情況下能提高的可靠度，整

理所有非凌駕角解相對應的最大可靠度中，挑選最小的一個可靠度進入第四步。

第第第四四四步步步 檢查λ(Pf )與最終可靠度(最小破壞機率)計算出來的Lagrange multiplier是否相同，相同

就代表現在此可靠度的active情形與最終可靠度的active情形已經相同，不需再繼續計

算下去，結束演算法；如果其Lagrange multiplier不同，則進入第五步。

第第第五五五步步步 此可靠度的某個非凌駕角解active情形剛好發生改變，以此可靠度平移拘束條件後進入

第一步。

在演算法結束之後我們得到一張在active情形一有改變就繪製Pareto集合的圖，在鄰近

兩個可靠度的Pareto集合間並沒有active情形的變化，因此可以使用線性預測的方式來取

得Pareto集合 [33]。
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2.7 範範範例例例

延續 [19]的範例，在我們考慮不確定因素之後，使用FOSM的概念平移拘束條件，從方程

式(1.24)改成方程式(2.22)：

min
x

cx =

 x1 + 1
9
x3

x2 + 1
9
x3

 (2.22)

s.t. g1 : 9x1 + 9x2 + 2x3 − 81− σ1Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g2 : 8x1 + x2 + 8x3 − 72− σ2Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g3 : x1 + 8x2 + 8x3 − 72− σ3Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g4 : −7x1 − x2 − x3 + 9− σ4Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g5 : −x1 − 7x2 − x3 + 9− σ5Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g6 : −x1 − x2 − 7x3 + 9− σ6Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g7 : x1 − 8− σ7Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

g8 : x2 − 8− σ8Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

xi ≥ 0, σxi
= 1, i = 1, 2, 3, σj =

√√√√ 3∑
i=1

(
∂gj
∂xi

)2σ2
xi
, j = 1, 2, · · · 8

可靠度Pr = (1− Pf )，在Pr = 50%時因為Φ−1(0.5) = 0可以看出此問題與方程式(1.24)完

全一樣，因此下列討論皆會以Pr = 50%的描述來代替Deterministic；可靠度提高會使得拘

束條件平移，造成可行解空間縮小，進一步的使Pareto集合平移。使用本章節介紹的演算

法可以繪製出如圖2.6的Pareto集合組，圖2.6的x軸是第一個目標函數值，y軸是第二個目標

函數值，首先在圖2.6中Pr = (50%)的每個非凌駕角解都有此角解在考慮不確定因素下的變

化向量，非凌駕角解將沿著向量移動直到拘束條件的active拘束條件改變。 根據本章節

提出的演算法計算在Pr = (69.3%)時有某非凌駕角解的active拘束條件改變，如圖2.6上表

示，Pr = (69.3%)的非凌駕角解很理想的出現在向量的交點上；另外圖2.6上說明演算法推算

在可靠度Pr = (98.3%)Pareto集合接近空集合，說明此時的可行解空間縮小至趨近於消失。
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圖 2.6: 考慮不確定因素下的線性Pareto集合組

表 2.1: 非凌駕角解的相關資訊

非凌駕角解 A B C D E F

ca−1σa在f1的分量 1.064 1.042 0.390 -1.181 2.834 -1.403

ca−1σa在f2的分量 -1.181 0.390 1.042 1.064 -1.403 2.834

λg1 0.000 0.111 0.111 0.000 0.111 0.111

λg2 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

λg3 0.000 0.000 0.000 0.014 0.000 0.000

λg4 0.000 0.000 0.000 0.002 0.000 0.000

λg5 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

λg6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

λg7 63.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

λg8 0.000 0.000 0.000 0.889 0.000 0.000

λf1 71.000 1.000 1.000 0.000 1.000 1.000

最小適用可靠度 50.0% 50.0% 50.0% 50.0% 69.3% 69.3%

最大適用可靠度 69.3% 69.3% 69.3% 69.3% 98.3% 98.3%

表2.1是演算法在計算時必要的計算結果，表中提供了圖2.6中每一個非凌駕角解的相

關資訊，包括移動向量，以及每個拘束條件的Lagrange multiplier量值來代表active情況跟

適用的可靠度範圍，在這可靠度範圍內都是一樣的Lagrange multiplier，代表此非凌駕角

解active的拘束條件都相同。
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第第第 三三三 章章章 不不不確確確定定定因因因素素素下下下非非非線線線性性性問問問題題題的的的Pareto集集集合合合

的的的改改改變變變

前面討論了在目標空間計算Pareto集合，以及在目標空間計算Pareto集合的方法為基礎，延

伸至考慮不確定因素的Pareto集合計算，都必須在目標函數與拘束條件都是線性的前提下才

能使用，因此現在我們要把上一段處理線性多目標最佳化的技術衍伸到非線性問題上，就

必須要找一個適當的線性問題來代替非線性問題處理，問題就出在於什麼是“適當”的線性問

題，在這一章將討論對一個非線性多目標最佳化問題線性化的方法。

須注意一點，下面的段落為了討論對目標空間的Pareto集合線性化，因此符號上x軸是

自變數f而y軸是應變數p(f)，與平常符號使用意義不同，在此強調。

3.1 Pareto集集集合合合的的的線線線性性性化化化

在使用逼近法來解決多目標最佳化的回顧文獻 [36]中，文獻 [37]的方法是使用區塊三明治夾

擠法，因為它並不需要計算函數的梯度資訊，因此計算速度快，又不失準確性，這篇論文將

使用此方法。

3.1.1 區區區塊塊塊三三三明明明治治治夾夾夾擠擠擠法法法

區塊三明治夾擠法是使用一個上界與下界的線性函數來夾擠原函數，直到上界與下界的誤

差值小於我們所希望的誤差值為止。假如我們將Pareto集合視為一個凸函數p(f)來處理，也

就是將拘束法中改變不同的ε當作自變數f，而計算出非凌駕解中另一個目標函數的值為應變

數p(f)，即可用此法來產生出一組上界與下界的線性函數，如圖3.1。 拘束法只有在適當的

區間內可以使用，而我們假設在一個區間[f, f ]之間有b個切點可以將Pareto集合切成(b+ 1)個

區塊來討論，Sb = {fi, i = 0, 1, 2, . . . , b} (f0 = f，且此處的fi與第i個目標函數沒有關係)，

則上界函數ui(f)可以寫成方程式(3.1)並如圖3.2所表示

u(f) : ui(f) =p(fi) +
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

(f − fi), (3.1)

f ∈ [fi, fi+1]
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圖 3.1: 區間三明治夾擠法示意圖

而把上界函數往下移動，直到此上界函數與原非線性函數切於一點f ′i，找f
′
i的過程為一個單

目標最佳化問題：

min
f

p(f)− eif (3.2)

s.t. fi ≤ f ≤ fi+1 where ei =
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

假設f ′i是使問題(3.2)有最佳解的最佳點如圖3.2，下界函數li(f)可以寫成方程式(3.3)

l(f) : li(f) = p(f ′i) +
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

(f − f ′i), (3.3)

因為下界函數li的範圍必須考慮後一段li+1與前一段li−1才能得到，如圖3.3所示，分別計

算li與li+1的交點f
l
i來得到li的上界如方程式(3.4)，以及li與li−1的交點f

l
i+1來得到li的下界如方

程式(3.5)

f li+1 =

(
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

− p(fi+2)− p(fi+1)

fi+2 − fi+1

)−1

·(
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

f ′i −
p(fi+2)− p(fi+1)

fi+2 − fi+1

f ′i+1 − p(f ′i) + p(f ′i+1)

)
(3.4)

f li =

(
p(fi)− p(fi−1)

fi − fi−1

− p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

)−1

·(
p(fi)− p(fi−1)

fi − fi−1

f ′i−1 −
p(fi+1)− p(fi)
fi+1 − fi

f ′i − p(f ′i−1) + p(f ′i)

)
(3.5)
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圖 3.2: 由上界函數ui(f)尋找下界函數li(f)示意圖

如此一來只要有適當的切點，我們就可以使用上界與下界線性函數來逼近原函數：l(f) ≤

p(f) ≤ u(f), f ∈ [f, f ]

對第i段的上界與下界函數而言，兩個函數互相平行，文獻 [37]中定義上界與下界之間的

間距定義為此逼近法的誤差，假如誤差大於使用者所要求的值，則把f ′i做為新的切點加入原

來的切點中Sb = {f0, f1, f2, . . . , fb} → {f0, f1, f2, . . . , fb, f
′
i}，把原來的函數p(f)用更多的切點

分更多段去討論，用更多線段去逼近。由此法產生出的線性函數有個特性，曲率較高的部分

將會用較多段線性函數去逼近，曲率較低的部分相對的會用較少段線性函數逼近。

3.1.2 非非非線線線性性性拘拘拘束束束條條條件件件的的的線線線性性性化化化

雖然產生出一組在目標空間的線性函數，但由於考慮不確定因素必須使用設計空間的拘束條

件作平移的計算，設計空間須如何設計才能達到我們所算出的線性函數？剛剛提到三明治夾

擠法會有個特性是曲率較高的部分會有較多的線性函數去逼近，而每一個線性函數可以視為

某個在曲線上的點作切線，而這些點對曲線來說是較為重要的“特徵點”，每一個特徵點我們

都可以找到在設計空間中相對應的點位置，接著我們只要在設計空間中這些點上對active的

非線性拘束條件作一階泰勒展開就可以獲得一組線性拘束條件，接著再使用文獻 [19]的方法

來計算相對應的Pareto集合。值得一提，用此方法計算出來的Pareto集合與一開始在設計空
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圖 3.3: 下界函數li(f)的適用範圍

間找到的下界線性函數有些許誤差，不過這誤差會隨著決策者希望使用較多線性函數逼近而

減小。

如此一來我們已經找到適當的線性問題來逼近原本的非線性問題，處理線性問題比處理

非線性問題來的簡單而且計算速度快。接著就使用此線性問題來預測非線性問題Pareto集合

的移動情形。而線性最佳化問題Pareto集合的移動與非線性最佳化問題Pareto集合的移動一

定會有誤差，在這篇論文所使用計算誤差的方式為計算單目標最佳解，非線性問題與線性問

題的差距，因為這些值是在運算時一定會計算的，假如兩者的值相差大到決策者不容許，那

麼表示一開始的線性最佳化問題不夠適當，因為理論上線性函數的個數趨近於無限多的時

候，其線性函數的特性就可以代表非線性函數的特性，因此試著用較多線性函數來逼近原問

題可以縮小這個誤差。
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3.2 不不不確確確定定定因因因素素素下下下之之之非非非線線線性性性多多多目目目標標標最最最佳佳佳化化化的的的Pareto集集集合合合演演演算算算

法法法

起始Pareto集合

線性化Pareto集合

縮小	 ε

β−Pareto集合組

以FOSM平移拘束條
件

單目標最佳解誤差

結束

線性化拘束條件

增加切割點

誤差	 < ε	 ?

可否接受

YN

Y

N

β−	 Pareto預測

起始Pareto集合逼近

第一步

第二步

第三步

第四步

第十步

第五步

第六步

第七步

第八步

第九步

圖 3.4: 非線性Pareto集合演算流程

我們在本篇論文針對非線性問題提出的Pareto集合演算法如圖3.4，此演算法可以概分為

兩部分；第五步之前是第一部分：起始Pareto集合逼近，是為了找到一個線性的問題來逼近

非線性問題，找到之後才能夠以此線性問題進入第二部分進行：β-Pareto預測。而第一部分

的逼近方法採用適當的線段數量來近似原本的非線性Pareto集合，直到逼近的誤差小於決策

者可以接受的範圍後，再將逼近時產生的“特徵點”進入第二部分線性化非線性拘束條件，

產生一組適當的線性拘束條件。在第二部分則使用前面章節提到線性問題在不確定因素下

的Pareto集合計算技巧，得到β-Pareto集合組。下面介紹此演算法的細節：
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演演演算算算法法法細細細節節節

第第第一一一步步步 把不考慮可靠度的非線性Pareto集合當成起始Pareto集合開始演算法，假如取第j個目

標函數值當因變數，另一個函數值便是應變數，先計算fj的最佳解fj(xj
∗)當作因變數的

下界f

min
x

fj(x)

s.t. g(x) ≤ 0 (3.6)

接下來計算另一個目標函數的最佳解fl(xl
∗)後，將此最佳解帶入目標函數fj(xl

∗)做為因

變數的上界f，如此一來因變數的上界與下界計算完成後，以f ≤ εj ≤ f得到Pareto集

合函數p(f)，並以上界與下界做為起始切點，進入第二步。

p(f) = p(εj) :


minx fl(x)

s.t. g(x) ≤ 0

fj(x) ≤ εj, ∀ j = 1, 2, j 6= l

 (3.7)

第第第二二二步步步 如方程式(3.1)計算上界函數，方程式(3.3)計算下界函數之後，計算上下界函數之間的

誤差，進入第三步。

第第第三三三步步步 檢查由上一步得到的最大誤差是否比決策者可接受的誤差來的小，如果是，則第一部

分演算完成，進入第五步；如果不能接受則進入第四步。

第第第四四四步步步 以第二步計算下界函數時的f ′當作新增的切點，增加對起始Pareto集合的切割點來使用

較多的線段逼近，根據 [37]提出的改良三明治夾擠法，會在Pareto集合曲率較大的地方

有較多的切割點。進入第二步。

第第第五五五步步步 在目標空間對Pareto集合找到適當的線性化模式之後，要在設計空間找一組相對應的拘

束條件，即把切割點當作“特徵點”並在設計空間把相對應的解找出來，並且對此特徵

點上active的拘束條件做一階泰勒函數展開的線性化，得到一組拘束條件進入第六步。

第第第六六六步步步 以決策者決定的起始可靠度平移拘束條件後進入第七步。

第第第七七七步步步 根據如圖2.5所描述的線性問題Pareto集合演算法來計算繪製從起始可靠度到最終可靠

度範圍內的Pareto集合組，進入第八步。

第第第八八八步步步 線性Paret集合的平移與非線性Pareto集合的移動間一定有誤差存在，此誤差為非線性

程度造成。這裡檢查兩者誤差的方式乃使用檢查兩問題中同一個單目標最佳點在目標

空間的連線距離差距。計算完進入第九步。
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第第第九九九步步步 檢查第八步所計算的誤差是否可以被決策者所接受，如果可以接受則演算法結束；如

果不能接受則進入第十步。

第第第十十十步步步 理論上使用無線多個線段來逼近非線性函數時，就能有此非線性函數的特性，因此這

裡縮小第三步裡決策者可接受的誤差ε使之成為原來的一半並進入第一部分重新開始演

算法。

在此演算法計算結束之後，可以得到非線性問題的β-Pareto集合組，鄰近兩個可靠度

的Pareto集合間可以使用平移的方式預測之間可靠度的Pareto集合情形。
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3.3 範範範例例例

這裡使用一個簡單的非線性多目標最佳化問題來示範。

min cx =

(
x2 + x3

−x1 − x3

)
(3.8)

s.t. x1
2 + 0.1x2

2 − x3 − 50− σ1Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

0.1x1
2 + 0.4x2

2 + x3 − σ2Φ
−1(1− Pf ) ≤ 0

σxi
= 1, i = 1, 2, 3, σj =

√√√√ 3∑
i=1

(
∂gj
∂xi

)2σ2
xi
, j = 1, 2

圖 3.5: 非線性問題的設計空間

從圖3.5可以看出此問題的拘束條件切割設計空間成一個凸集合的可行解空間，由於目

標函數是線性函數，因此Pareto集合也是凸函數。此範例的計算根據演算法必須先對不考慮

可靠度的Pareto集合線性化，如圖3.7，得到此Pareto集合的特徵點之後尋找其在設計空間相

對應的位置如圖3.5，圖上的方框則是在進行演算法第五步時需要的特徵點，在這些特徵點

上對active的拘束條件做如圖3.8的線性展開，對所有的特徵點都進行完此線性化的動作後而

得到一組線性的拘束條件，接著計算此線性多目標最佳化的Pareto集合如圖3.7，再進行第

二部分的演算法計算從可靠度50%到可靠度99.5%間的Pareto集合，得到如圖3.6的β-Pareto集
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圖 3.6: 非線性問題的β−Pareto集合

合組。演算法的運算到這裡停止，而圖3.6中鄰近兩條Pareto集合間都可使用平移的方式預

測 [33]。

圖3.6的x軸是第一個目標函數值，ｙ軸是第二個目標函數值，此圖描繪出問題(3.8)從可

靠度50%到99.5%的Pareto集合情形，並且在可靠度99.5%用拘束法檢驗，而圖上的向量是非

凌駕角解的移動向量，只要向量改變就代表非凌駕角解的active情況改變；圖3.6中注意到

在可靠度99.5%的地方有些許預測的Pareto集合邊界與拘束法得到的Pareto集合相差甚大，

在仔細觀察後，因為演算法第五步所計算出來的線性多目標問題有可能不是良好界定(Well

Bounded)，而導致計算線性最佳化問題的Pareto集合出現問題而無法繼續，此時作者加入

在可靠度50%的Pareto集合中非active的線性拘束條件，來使此線性多目標問題成為良好界

定的問題，但在提高可靠度時此“不該影響Pareto集合”的拘束條件卻加入某些非凌駕角解

的active集合中，是此方法的缺點。
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圖 3.7: 線性化不考慮可靠度的Pareto集合

圖 3.8: 對特徵點上active的拘束條件線性化示意圖
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第第第 四四四 章章章 結結結果果果與與與展展展望望望

4.1 結結結論論論

在本篇論文中使用文獻 [19]中計算線性多目標最佳化Pareto集合的演算法，並且搭配將二維

非線性凸函數線性化的文獻 [37]提出一套演算法，來逼近非線性雙目標最佳化的Pareto集

合，並且可以提供一個可靠度範圍內的Pareto集合變化情形，解決文獻 [33]中無法處

理active拘束條件改變的狀況。

在章節2.3中討論到計算每個角點的active情形不改變下能提高的可靠度為多少時，必須

採用類似DIRECT的全域演算法，但此演算法演算停止的條件是疊代次數到達使用者指定的

次數，或者是函數的計算次數到達要求，因此有可能在到達要求次數之後還未收斂到正確

的PF，關於此問題作者建議可以提高指定次數來改善情況。

處理非線性問題的部分，在計算出一組適當的線性拘束條件時，有可能因為線性多目標

問題不是良好界定(Well Bounded)而導致計算線性最佳化問題的Pareto集合出現問題而無法

繼續，這裡作者建議可以自行加入“不影響”Pareto集合的線性拘束條件來解決此問題，也就

是新加入的線性拘束條件不能是Pareto集合中active的拘束條件。

4.2 研研研究究究貢貢貢獻獻獻

相對於本論文中討論到線性Pareto集合在考慮不確定因素下會有平移的特性，在前人的文

章 [33]中也有討論此特性，只是本論文是使用文獻 [19]提出在目標空間計算Pareto集合的方

法來對此特性做討論；另外討論到如何由數值得知非凌駕角解的拘束條件active情形，進而

可以計算在哪個可靠度下“剛好”會使Pareto集合中某個非凌駕角解的拘束條件active情形改

變，只要在決策者想要了解的可靠度範圍中將非凌駕角解active情況改變時可靠度相對應

的Pareto集合繪製出來，那鄰近兩條Pareto集合之間便可以平移的方式來進行預測；再來本

論文使用文獻 [37]提出的方法將預測的技巧從線性問題延伸至非線性問題，研究貢獻條列如

下：

• 證明線性多目標最佳化的Pareto集合在考慮不確定因素下會有平移的特性。
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• 在線性多目標最佳化的問題，可以列出一段可靠度範圍內的所有Pareto集合。

• 將某一可靠度範圍內所有Pareto集合的計算技巧延伸至非線性問題。

4.3 未未未來來來工工工作作作與與與展展展望望望

在可靠度提高，也就是Pf減小的情況，會造成線性拘束條件的平移，連帶使得設計空間

縮小，這種狀況不可避免的會遇到拘束條件active情形的改變，在改變的那一個Pf會使得部

份的角解有退化(degeneracy)的情形，也就是在某個角解上active的拘束條件個數比設計空間

的維度高；本論文遇到此情形處理的方式是採用再減小Pf一個很小的值來避開處理此問題，

當然幸運的是有作者討論當退化時的情形該如何處理 [23]，本論文的未來可以此做修正。

另外如果想要增加目標函數的維度，也就是處理不只兩個目標函數的問題時，作者建議

採用其他種線性化Pareto集合的方法來產生適當的線性拘束條件，因為本論文所採用的區塊

三明治夾擠法 [37]僅適合使用在二維的問題。因此只要找到適當的線性拘束條件，皆可以使

用本論文中計算線性問題的β-Pareto集合組的方法逼近非線性問題。

因為實際工程問題常常設計空間不是凸集合，而且目標函數也有可能為非線性函數，兩

個延伸方向為處理凹集合的Pareto集合，還有非線性目標函數的處理，這兩個方向都是本論

文尚未接觸討論的部分；再進行較為完善的討論後，就能將β-Pareto預測法應用在較為實際

的問題上。
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附附附錄錄錄一一一：：：專專專有有有名名名詞詞詞中中中英英英文文文對對對照照照表表表

Advanced First Order Second Moment,AFOSM 進階一階二次可靠度方法

Attainable Set 可達空間

Block Sandwich Approximation 區塊三明治夾擠法

Cone 錐體

Extreme Point 角解

Efficient solution 效率解

Frame 架構

First Order Reliability Method,FORM 一階可靠度方法

First Order Second Moment,FOSM 一階二次可靠度方法

Nondominated solution 非凌駕解

Pivot 高斯運算

Reduced Cost Coefficients 縮減成本係數

Second Order Reliability Method,SORM 二階可靠度方法

Simplex 簡算法

Slack Variable 差額變數

Trade-Off 權衡得失

Vertex 角點
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